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Аннотация. Получены новые точные аналитические представления уравнений состояния идеальных релятивист-
ских квантовых газов частиц и античастиц в состояниях их термодинамического равновесия с излучением или друг с 
другом, а также связи между этими представлениями для ферми- и бозе-статистик.   

Ключевые слова: релятивистские заряженные квантовые газы, низко- и высокотемпературные разложения. 

Abstract. New exact analytical representations have been obtained for the equations of state of ideal relativistic quantum 
gases of particles and antiparticles in thermodynamic equilibrium with radiation or with each other, as well as the relationships 
between these representations for Fermi-Dirac and Bose-Einstein statistics.   
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ВВЕДЕНИЕ 

Точные термодинамические функции идеальных 
релятивистских квантовых газов и их разнообразные 
предельные выражения играют важную роль при рас-
четах различных астрофизических процессов, а также 
при исследовании свойств как горячего, так и холод-
ного вещества в состояниях со сверхвысокой плотно-
стью. Так, уравнения состояния электрон-позитрон-
ного и нейтринно-антинейтринного идеальных 
ферми-газов используются в теориях эволюции мас-
сивных звезд и белых карликов и в моделях космоло-
гического нуклеосинтеза. Как функции состояния 
кварк-антикварковой плазмы они определяют ранние 
стадии эволюции Вселенной в различных космологи-
ческих моделях Большого взрыва, а также использу-
ются в моделях адронных мешков КХД. Скалярные 
поля, связанные с заряженными бозе-газами, фигури-
руют в моделях темной материи и квинтэссенции.  

Изучение представлений для таких функций имеет 
давнюю историю, продолжающуюся и по сей день. 
Наиболее существенный шаг, на наш взгляд, сделан в 
работах Блинникова и др., [1988] где получены точные 
представления для функций состояния электрон-пози-
тронного газа во всей области изменения их парамет-
ров независимо от степени их вырождения, особенно 
удобные в области высоких температур. 

В данной работе первоначально тем же методом 
найдены новые точные представления функций со-
стояния релятивистских идеальных квантовых га-
зов частиц и античастиц для бозе- и ферми-стати-
стики в состоянии их термодинамического равно-
весия с излучением или друг с другом и установ-
лены связи между этими представлениями для раз-
личных статистик. Полученные здесь аналитиче-
ские представления не зависят от степени вырожде-
ния и релятивизма, дают независимый универсаль-
ный аналитический способ своего вывода для 
обеих статистик и служат основой для асимптоти-
ческих разложений как в области высоких, так и 

низких температур. 

ЗАСЕЛЕННОСТИ 

Средние числа заполнения одночастичных со-
стояний с энергией ε для идеальных газов отрица-
тельно заряженных фермионов с η = +1, бозонов с 
η = −1 при температуре T, постоянной Больцмана k 
и химическом потенциале µ имеют вид 

𝑛்
ሺఎሻሺ𝜀 െ 𝜇ሻ ൌ

ଵ

௘ሺഄషഋሻ/ሺೖ೅ሻାఎ
 ,  (1) 

где принято, что 𝜇 → 𝜇ି
ሺఎሻ,   𝜇ି

ሺିଵሻ ൏ 𝜀଴, 𝜇ି
ሺାଵሻ ≷ 𝜀଴. 

В пренебрежении их кулоновским взаимодей-
ствием между собой рассматриваемые частицы 
идеальных газов обладают только энергией покоя и 
кинетической энергией, зависящими вместе лишь 

от их импульса p как 𝜀 ൌ 𝜀ሺ𝑝ሻ ൌ 𝑐ඥ𝑝ଶ ൅ ሺ𝑚𝑐ሻଶ, 
где 𝑝 ൌ |𝑝|. Полное число состояний 𝛾 в объеме V с 

энергией меньше ε, но выше ее порога 𝜀଴ определя-
ется зависящим от энергии импульсом 𝑐𝑝 ൌ
𝑐𝑝ሺ𝜀ሻ ൌ ඥ𝜀ଶ െ 𝜀଴

ଶ c  𝜀଴ ൌ 𝑚𝑐ଶ, массой m, скоростью 
света c, постоянной Планка ℎ ൌ  2𝜋ℏ  как 

𝛾ሺ𝜀,𝑉ሻ ൌ
𝑔𝑠𝑉

ℎ3

4𝜋𝑝3ሺ𝜀ሻ

3
ൌ

𝐴𝑠𝑉

3
ሺ𝜀2 െ 𝜀0

2ሻ3/2,  

где для внутренней кратности вырождения 

𝑔 → 𝑔௦ ൌ 2𝑠 ൅ 1:  𝐴௦ ൌ
𝑔௦4𝜋
ሺℎ𝑐ሻଷ

. 

Энергия и импульс Ферми при T=0 таковы:   

𝑁∓
ሺఎሻ ൌ 𝛾ሺ𝜀ி ,𝑉ሻ ൌ

𝑔௦𝑉
ℎଷ

4𝜋𝑝ி
ଷ

3
, 

𝑝ி ≡  𝑝ሺ𝜀ிሻ ൌ ℎ ൭
3 𝑛∓

ሺఎሻ

4𝜋 𝑔௦
൱

ଵ/ଷ

, 

где концентрации частиц  𝑛∓ равны 

(2) 

(3) 

(4) 
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𝑛∓
ሺఎሻ ≡ 𝑛∓

ሺఎሻሺ𝑇, 𝜇∓ሻ ൌ
ே∓
ሺആሻ

௏
.    

Так как в состояниях термодинамического, в том 
числе химического равновесия газов релятивистских 
заряженных частиц за счет реакций их парного рож-
дения и аннигиляции типа  𝑌𝑌 ⇌ 𝑋𝑋 химические по-
тенциалы античастиц равны по величине и противо-
положны по знаку химическим потенциалам частиц, 
поскольку 𝑒ି ൅ 𝑒ା ⇌ 𝑁𝛾 и 𝑒ି ൅ 𝑒ା ⇌ 𝜈 ൅ 𝜈, то 

𝜇ା
ሺఎሻ ൅ 𝜇ି

ሺఎሻ ൌ 𝜇ఔ ൅ 𝜇ఔ ൌ 0,   

𝜇ି
ሺఎሻ ൌ െ𝜇ା

ሺఎሻ ൌ 𝜇.   

(5) 

УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ РЕЛЯТИ-
ВИСТСКИХ ЗАРЯЖЕННЫХ ГАЗОВ 

Большой термодинамический потенциал и дав-
ление определяется как 

െ𝐽േ
ሺఎሻሺ𝑇,𝑉, 𝜇ሻ ൌ 𝑉𝑃േ

ሺఎሻሺ𝑇, 𝜇ሻ ൌ  

ൌ ׬ 𝑑𝜀
ஶ
ఌబ

 𝛾ሺ𝜀,𝑉ሻ𝑛்
ሺఎሻሺ𝜀 െ 𝜇ሻ,  

(6) 

Откуда полное давление  

𝛱ሺఎሻሺ𝑇, 𝜇ሻ ൌ 𝑃െ
ሺ𝜂ሻ ൅ 𝑃൅

ሺ𝜂ሻ ൌ  

ൌ ׬ 𝑑𝜀
ஶ
கబ

 γሺε,𝑉ሻሾ𝑛்
ሺ஗ሻሺ𝜀 െ 𝜇ሻ ൅ 𝑛்

ሺ஗ሻሺ𝜀 ൅ 𝜇ሻሿ.  

(7) 

Выражения для плотностей энтропии, заряда и 
энтальпии имеют вид 

𝜎ሺఎሻሺ𝑇, 𝜇ሻ ൌ
𝑆𝜂

𝑉
ൌ ൬ 𝜕

𝜕𝑇
𝛱ሺ𝜂ሻሺ𝑇, 𝜇ሻ൰

𝜇
,   

𝑄ሺ𝜂ሻሺ𝑇, 𝜇ሻ ൌ
𝑄𝜂

𝑉
ൌ ቆ

𝜕

𝜕𝜇
𝛱ሺ𝜂ሻሺ𝑇, 𝜇ሻቇ

𝑇

,  

𝑤ሺఎሻሺ𝑇, 𝜇ሻ ൌ
ௐആ

௏
ൌ 𝑇𝜎ሺఎሻ ൅ 𝜇𝑄ሺఎሻ.  

Плотность заряда можно определить раз-
ностью концентраций частиц и античастиц: 

 
(8) 
 
 
(9) 
 

(10) 

𝑄ሺ𝜂ሻሺ𝑇, 𝜇ሻ ≡ 𝑛
െ
ሺ𝜂ሻ െ 𝑛

൅
ሺ𝜂ሻ ൌ  

ൌ ׬
ௗఊሺఌ,௏ሻ

௏
ቂ𝑛்

ሺ஗ሻሺ𝜀 െ 𝜇ሻ െ 𝑛்
ሺ஗ሻሺ𝜀 ൅ 𝜇ሻቃ

ஶ
கబ

.  

(11) 

Для вырожденного случая, при |𝜇| ൐ 𝜀଴ ൐ 0, одно 

из средних чисел заполнения Бозе газа 𝑛்ୀ଴
ሺିଵሻሺ𝜖ሻ в (7), 

(11) обязательно имеет особенность при 𝜖 ൌ 𝜀 െ
|𝜇| ൌ  0,  при переходе через которую оно меняет 
знак. Однако, поскольку определенной в равновесном 
состоянии физической величиной с определенной за-
рядовой четностью является именно разность концен-
траций (11), которая не имеет фиксированного знака, 
такое изменение знака у одного из членов подынте-
грального выражения не лишает смысла весь инте-
грал, который существует в смысле главного значе-
ния и воспроизводит приближение Вайнберга [Вайн-
берг, 2008] для плотности заряда (11) 𝑄ሺఎሻሺ𝑇, 𝜇ሻ.  

 
ПРЕДСТАВЛЕНИЯ  
ДЛЯ ФУНКЦИЙ СОСТОЯНИЯ 

Наши представления допускают две полностью 
эквивалентных формулировки — как отчасти извест-
ную высокотемпературную, так и новую низкотемпе-
ратурную и  являются прямым, хотя и нетривиальным 
обобщением ферми-представления из работ [Блинни-
ков, Рудзский, 1988]. В наших представлениях также 
используется дигамма-функция ψ(z) [Бейтмен, 
Эрдейи, 1953], но от более общих аргументов, при   

 𝑤 ൌ 𝑤ሺ𝑥ሻ ൌ 𝜙 ൅ 𝛽𝑥 ൌ 𝛽ሺ𝑏 ൅ 𝑥ሻ,  

 𝜂 ൌ േ1;   1 െ 𝛿ఎ,ଵ ≡ 𝛿ିఎ,ଵ ≡
ሺଵିఎሻ

ଶ
,     

  𝑧 ൌ 0 േ
௜௪

ଶగ
;   𝛽 ൌ

௠

௞்
;   𝜙 ൌ

ఓ

௞்
;  𝑏 ൌ

థ

ఉ
ൌ

ఓ

௠
.  

 

(12) 

 
(13) 

Мы имеем:  
ଵ

଴ା௜௪
൅

ଵ

଴ି௜௪
ൌ 2𝜋𝛿ሺ𝑤ሻ и, вводя   

𝛹ሺఎሻሺ𝑤ሻ ൌ 𝜓 ቀ1 െ
𝛿𝜂,1

2
൅

𝑖𝑤

2𝜋
ቁ ൅ 𝜓 ቀ1 െ

𝛿𝜂,1

2
െ

𝑖𝑤

2𝜋
ቁ,    

то есть   𝛹ሺఎሻሺ𝑤ሻ ≡𝑙𝑛 𝑙𝑛 ቀ
௪

ଶగ
ቁ ଶ ൅

𝛿ିఎ,ଵ 2𝜋ଶ𝛿ሺ𝑤ሻ ൅ 2𝜂 𝛷ሺఎሻሺ𝑤ሻ,  

Φሺ஗ሻ൫𝑤ሺ𝑥ሻ൯ ൌ v.p.׬
ௗ௧ ଶ௧

ሺ௘೟ା஗ሻ൫௧మି௪మሺ௫ሻ൯

ஶ
଴ ൌ

v.p.׬
ௗத ଶத

൫௘ಊಜା஗൯ሺதమିሺ௫ା௕ሻమሻ

ஶ
଴  ,  

(14) 
 
 

(15) 
 
 
 

(16) 

найдем представления для 𝛱ሺఎሻሺ𝛽,𝜙ሻ (7) как чет-
ной функции µ: 

Πሺ஗ሻሺ𝛽,𝜙ሻ ൌ
஺ೞ
ଷ
ቄ௠

ర

ஒర
ቂ൫8 െ δ஗,ଵ൯

஠ర

଺଴
൅

൫2 െ δ஗,ଵ൯
஠మமమ

ଶ
൅

ఎமర

ସ
ቃ െ

௠ర

ସஒమ
ቀ൫2 െ

δ஗,ଵ൯πଶ ൅ 𝜂3ϕଶቁ ൅ δି஗,ଵ𝜃ሺβଶ െ

ϕଶሻ
஠௠ర

ஒర
ሺβଶ െ ϕଶሻଷ/ଶ ൅

ఎଷ௠ర

଼
ቀ𝑙𝑛

ସ஠

ஒ
൅

ଷ

ସ
ቁ ൅

஗௠ర

ଶ஠
׬ 𝑑𝑥
ଵ
ିଵ

ሺ1 െ 𝑥ଶሻଷ/ଶΨሺ஗ሻ൫𝑤ሺ𝑥ሻ൯ቅ,  

(17) 

 

Πሺ஗ሻሺ𝛽,𝜙ሻ ൌ
஺ೞ
ଷ
ቄ௠

ర

ఉర
ቂ൫8 െ 𝛿ఎ,ଵ൯

గర

଺଴
൅

൫2 െ 𝛿ఎ,ଵ൯
గమ

ଶ
𝜙ଶቃ െ ൫2 െ 𝛿ఎ,ଵ൯

௠రగమ

ସఉమ
൅

𝑚ସ𝜂𝜃ሺ𝜙ଶ െ 𝛽ଶሻ ቂ
ଷ

଼
𝑙𝑛ห𝑏 ൅ ሺ𝑏ଶ െ 1ሻଵ/ଶห െ

ଷ

଼
𝑏ሺ𝑏ଶ െ 1ሻଵ/ଶ ൅

௕

ସ
ሺ𝑏ଶ െ 1ሻଷ/ଶቃ ൅

௠ర

గ
׬ 𝑑𝑥
ଵ
ିଵ

ሺ1 െ 𝑥ଶሻଷ/ଶΦሺఎሻ൫𝑤ሺ𝑥ሻ൯ቅ ≡

Πሺ஗ሻሺ𝛽,െ𝜙ሻ.   

 
(18) 

Эти представления можно получить путем прямого 
преобразования (17) в (18), а затем в исходное вы-
ражение (7) с учетом явного вида интеграла (16).  
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Первые — высокотемпературные представле-
ния (17) для η = 1 воспроизводят результат работы 
[Блинников, Рудзский, 1988]. Величина в первых 
квадратных скобках в (17) дает выражение для пол-
ного давления в ультрарелятивистском пределе 
𝑚 ൌ  0. Вторые квадратные скобки в (18) описы-
вают давление абсолютно вырожденного газа при T 
= 0. 

Другие термодинамические функцию можно 
получить теперь из (8), (9), (10) путем дифференци-
рования давления (17), (18) как  

𝑇σሺ஗ሻሺ𝑇, μሻ ൌ
஺ೞ
ଷ
ቄቂ൫8 െ δ஗,ଵ൯

஠ర

ଵହ
ሺ𝑘𝑇ሻସ ൅

ሺ𝑘𝑇ሻଶ𝜋ଶ𝜇ଶ൫2 െ δ஗,ଵ൯ቃ െ ൫2 െ

δ஗,ଵ൯
ሺ௞்ሻమ

ଶ
𝜋ଶ𝑚ଶ ൅ δି஗,ଵθሺ𝑚 െ

|𝜇|ሻπ𝑘𝑇ሺ𝑚ଶ െ μଶሻଷ/ଶ ൅ η
ଷ௠ర

଼
൅

஗௠ర

ଶ஠
׬ ൣ4ሺ1 െ 𝑥ଶሻଷ/ଶ െ 3ሺ1 െ 𝑥ଶሻଵ/ଶ െ
ଵ
ିଵ

3𝑏𝑥ሺ1 െ 𝑥ଶሻଵ/ଶ൧Ψሺ஗ሻ൫𝑤ሺ𝑥ሻ൯𝑑𝑥ቅ,  

(19) 

𝜇𝑄തሺఎሻሺ𝑇, 𝜇ሻ ൌ
஺ೞ
ଷ
ቄൣ൫2 െ

𝛿ఎ,ଵ൯𝜋ଶሺ𝑘𝑇ሻଶ𝜇ଶ ൅ 𝜂𝜇ସ൧ െ 𝜂
ଷ

ଶ
𝜇ଶ𝑚ଶ െ

3𝜇ଶ𝑚ଶ𝛿ିఎ,ଵ𝜃ሺ𝑚 െ |𝜇|ሻ𝜋𝑘𝑇ሺ𝑚ଶ െ

𝜇ଶሻଵ/ଶ ൅ 𝜂
ఓ௠య

ଶగ
׬ 𝑑𝑥
ଵ
ିଵ 3 𝑥ሺ1 െ

𝑥ଶሻଵ/ଶ Ψሺ஗ሻ൫𝑤ሺ𝑥ሻ൯ቅ,  

(20) 

𝑤ሺఎሻሺ𝛽,𝜙ሻ ൌ 

஺ೞ
ଷ
𝑚ସ ቄ ଵ

ஒర
ቂ൫8 െ δ஗,ଵ൯

஠ర

ଵହ
൅ ൫2 െ

δ஗,ଵ൯2πଶϕଶቃ െ ൫2 െ δ஗,ଵ൯
஠మ

ଶஒమ
൅ ηθሺϕଶ െ

βଶሻ𝑏ሺ𝑏ଶ െ 1ሻଷ/ଶ ൅
ଵ

஠
׬ 𝑑𝑥ൣ4ሺ1 െ
ଵ
ିଵ

𝑥ଶሻଷ/ଶ െ 3ሺ1 െ 𝑥ଶሻଵ/ଶ൧ ൈ Φሺ஗ሻ൫𝑤ሺ𝑥ሻ൯ቅ.  

(21) 

УЛЬТРАРЕЛЯТИВИСКОЕ  
ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 

Для вещественных y определим вещественные 
функции со свойствами:  

ℱఒ
ሺ஗ሻሺ𝑦ሻ ൌ v. p׬

௫ഊ

௘ೣష೤ା஗

ஶ
଴ ;   

𝑑𝐹ఒ
ሺఎሻ

𝑑𝑦
𝜆𝐹ఒିଵ

ሺఎሻ ൌ 𝜆𝐹ఒିଵ
ሺఎሻ , 

  
  (22) 
   
  (23) 

 

𝐹଴
ሺఎሻሺ𝑦ሻ ൌ 𝜂𝑙𝑛|1 ൅ 𝜂𝑒௬|, 𝜂ଶ ൌ 1.  (24) 

𝐹଴
ሺఎሻሺ𝑦ሻ െ 𝐹଴

ሺఎሻሺെ𝑦ሻ ൌ 𝜂 𝑙𝑛|𝜂𝑒௬| ൌ 𝜂𝑦 ൌ (25) 
 
 

ൌ
𝑑
𝑑𝑦

൬𝐹ଵ
ሺఎሻሺ𝑦ሻ ൅ 𝐹ଵ

ሺఎሻሺെ𝑦ሻ൰, 

𝐹ଵ
ሺఎሻሺ𝑦ሻ ൅ 𝐹ଵ

ሺఎሻሺെ𝑦ሻ ൌ 2𝐹ଵ
ሺఎሻሺ0ሻ ൅

𝜂
2
𝑦ଶ, 

𝐹ଶ
ሺఎሻሺ𝑦ሻ െ 𝐹ଶ

ሺఎሻሺെ𝑦ሻ ൌ 4𝐹ଵ
ሺఎሻሺ0ሻ ൅

ఎ

ଷ
𝑦ଷ,𝐹ଷ

ሺఎሻሺ𝑦ሻ ൅ 𝐹ଷ
ሺఎሻሺെ𝑦ሻ ൌ 2𝐹ଷ

ሺఎሻሺ0ሻ ൅

6𝐹ଵ
ሺఎሻሺ0ሻ ൅

ఎ

ଷ
𝑦ସ,  

𝐹ఒ
ሺఎሻሺ0ሻ ൌ ൫1 െ 𝛿ఎ,ଵ2ఒ൯𝛤ሺ𝜆 ൅ 1ሻ𝜁ሺ𝜆 ൅ 1ሻ, 

 где 𝜁ሺ𝜆 ൅ 1ሻ — дзета функция Римана.  

 
 
 
 
 
 
 

(26) 

С учетом определения (6), (7) а также свойств 
(22)–(26) для большого термодинамического 
потенциала 𝐽ఎ имеем 

 

െ𝐽ఎሺ𝑇,𝑉, 𝜇ሻ ൌ 𝑉𝛱ሺఎሻ ൌ 𝑉 ቀ𝑃௘ష
ሺఎሻ ൅ 𝑃௘శ

ሺఎሻቁ ൌ 

ൌ
1
3
𝑈ఎ ൌ

1
3
ቀ𝑈௘ష

ሺఎሻ ൅ 𝑈௘శ
ሺఎሻቁ

ൌ
𝐴𝑠𝑉

3
ሺ𝑘𝑇ሻ4 ቆ2𝐹3

ሺ𝜂ሻሺ0ሻ

൅ 6𝐹1
ሺ𝜂ሻሺ0ሻ𝜙2 ൅

𝜂𝜙4

3
ቇ. 

Другие термодинамические функции —плот-
ность заряда и энтропии получим согласно 
определениям (8), (9):  

𝑇𝜎ሺఎሻሺ𝑇, 𝜇ሻ ൌ
4𝐴𝑠

3
ሺ𝑘𝑇ሻ4 ቀ2𝐹3

ሺ𝜂ሻሺ0ሻ ൅

3𝐹1
ሺ𝜂ሻሺ0ሻ𝜙2ቁ ൐ 0,  

𝑄ఎ ൌ 𝐴௦𝑉 ቀ4𝐹ଵ
ሺఎሻሺ0ሻ𝜙 ൅

𝜂
3
𝜙ଷቁ, 

(27) 
 
 
 
 
 
 
 

(28) 

 

(29) 

что совпадает с приведенными выше результатами 
(17) при m=0. Первый порядок по φ в (29) дает ре-
зультат Вайнберга [Вайнберг, 2008] для обеих ста-
тистик.  

Низкотемпературное разложение 

Представления (18) позволяют получить низко-
температурные асимптотические разложения для 
𝑇 → 0,  𝑘𝑇 ൏ 𝑚 ൏ 𝜇, или  𝑚 ൏ 𝑘𝑇 ൏ 𝜇,  в виде  

𝛱ሺఎሻሺ𝑇, 𝜇;𝑚ሻ~ 

~
୅౩
ଷ
θሺ𝜇 െ 𝑚ሻ൫η ൅ 𝐷෡൯ ׬ ሺεଶ െ 𝑚ଶሻଷ/ଶ𝑑ε

ஜ
௠ ,   

𝐷෡ ൌ 2∑ ቀ1 െஶ
୬ୀଵ

ஔಏ,భ

ଶమ౤షభ
ቁ ζሺ2𝑛ሻሺ𝑘𝑇ሻଶ୬ ቀ

ௗ

ௗఓ
ቁ
ଶ௡

,  

(30) 
 
 
 
 

хорошо известные [Квасников, 2002] только для 
вырожденного случая ферми-статистики при 𝜂 ൌ
1, как разложение только первого члена в (7) и ана-
логично в (11), поскольку второй член в (7) дает 
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здесь экспоненциально малый вклад. Для слу-
чаев 𝑘𝑇 ൏ 𝜇 ൏ 𝑚  и  𝜇 ൏ 𝑘𝑇 ൏ 𝑚 и первый член в 
(7), (11) также будет экспоненциально малым. 

Полученные асимптотические разложения об-
рываются при  𝑚 ൌ 0 и совпадают с точным выра-
жением для ультрарелятивистского предела (27) 
для газа заряженных частиц в целом.   

 
ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНОЕ  
РАЗЛОЖЕНИЕ 

Высокотемпературные разложения получаются 
из представления (17) и имеют место для случаев   
0 ൏ 𝜇 ൏ 𝑚 ൏ 𝑘𝑇 и  𝑚 ൏ 𝜇 ൏ 𝑘𝑇  в  виде  
஗

ଶ஠
׬ ሺ1 െ 𝑥ଶሻଷ/ଶΨሺ஗ሻ൫𝑤ሺ𝑥ሻ൯𝑑𝑥
ଵ
ିଵ ൌ

𝐼ሺ஗ሻሺ𝛽,𝜑ሻ = 

ൌ െη
ଷ

଼
൫γэ ൅ δ஗,ଵ2 ln 2൯ ൅

ଷ

଼
∑ ሺെ1ሻ௥ ൈஶ
௥ୀଵ

൫𝜙൯
ଶ௥
ζሺ2𝑟 ൅ 1ሻൣ1 െ δ஗,ଵ2ଶ௥ାଵ൧𝑌௥ሺ𝑧ሻ,  

где справедливо соотношение  

ሺെ1ሻ௥ ቀ𝜙ቁ
ଶ௥
𝜁ሺ2𝑟 ൅ 1ሻൣ1 െ 𝛿ఎ,ଵ2ଶ௥ାଵ൧𝑌௥ሺ𝑧ሻ ൌ

ሺെ1ሻ௥ ቀ𝛽ቁ
ଶ௥
𝜁ሺ2𝑟 ൅ 1ሻൣ1 െ 𝛿ఎ,ଵ2ଶ௥ାଵ൧𝛶௥ሺ𝑏ሻ,  

 
(31) 
 
 
 

 

 
 

(32) 

для   𝜙 ൌ
థ

ଶగ
 ,   𝛽 ൌ

ఉ

ଶగ
,    𝑧 ൌ

௠

ఓ
ൌ

ఉ

థ
ൌ

ଵ

௕
 ,  

𝑌୰ሺzሻ ൌ ∑ ଶሺ୸/ଶሻమ౤ሺଶ୰ሻ!

ሺଶ୰ିଶ୩ሻ!୩!ሺ୩ାଶሻ!
୰
୩ୀ଴  ,  

𝛶௥ሺ𝑏ሻ ൌ 𝑏ଶ௥𝑌௥ ൬
1
𝑏
൰. 

 
(33) 
 

(34) 

Тогда как  для  𝛯 ൌ ሺ𝜙 ൅ 𝛽ሻ/2𝜋 ൌ 𝜙 ൅ 𝛽,  полагая 

𝑌௥ሺ𝑧ሻ ൌ
௒ೝሺ௭ሻ

ሺଵା௭ሻమೝ
ൌ

ంೝሺ௕ሻ

ሺଵା௕ሻమೝ
ൌ 𝛶௥ሺ𝑏ሻ,  

получим интеграл (31) в виде разложения по 
𝛯:  

𝐼ሺ஗ሻሺΞ, 𝑧ሻ ൌ െ𝜂
ଷ

଼
൫𝛾э ൅ 𝛿ఎ,ଵ2 𝑙𝑛 2൯ ൅

ଷ

଼
∑ ሺെ1ሻ௥ ൈ Ξଶ௥ζሺ2𝑟 ൅ 1ሻൣ1 െஶ
௥ୀଵ

δ஗,ଵ2ଶ௥ାଵ൧𝑌ത୰ሺzሻ.  

(35) 
 

(36) 

Для плотностей энтропии, заряда и энтальпии в 
области  𝑚൅ |µ| ൑  2𝜋𝑘𝑇 или 0 ൏ 𝛯 ൑ 1 получаем 
следующие высокотемпературные разложения:  

𝑇𝜎ሺఎሻሺ𝑇, 𝜇ሻ ൌ
஺ೞ
ଷ
ቄቂ൫8 െ 𝛿௡,ଵ൯

గర

ଵହ
ሺ𝑘𝑇ሻସ ൅

൫2 െ 𝛿௡,ଵ൯𝜋ଶ𝜇ଶሺ𝑘𝑇ሻଶቃ െ ൫2 െ

𝛿௡,ଵ൯𝑚ଶ గ
మ

ଶ
ሺ𝑘𝑇ሻଶ ൅ 𝛿௡,ଵ𝜃ሺ𝑚 െ

|𝜇|ሻ𝜋𝑘𝑇ሺ𝑚ଶ െ 𝜇ଶሻଷ/ଶ ൅
ଷ

଼
𝑚ସ െ

ଷ

଼
𝑚ସ ∑ ሺെ1ሻ௥ஶ

௥ୀଵ ൈ ൫𝛽̅൯
ଶ௥
𝜁ሺ2𝑟 ൅ 1ሻൣ1 െ

𝛿௡,ଵ2ଶ௥ାଵ൧2𝑟Υ௥ሺ𝑏ሻቅ,  

(37) 

𝜇𝑄തሺఎሻሺ𝑇, 𝜇ሻ ൌ
஺ೞ
ଷ
ቂ൫2 െ

𝛿ఎ,ଵ൯𝜋ଶሺ𝑘𝑇ሻଶ𝜇ଶ ൅ 𝜂𝜇ସ െ 𝜂
ଷ

ଶ
𝑚ଶ𝜇ଶ െ

𝛿ିఎ,ଵ𝜃ሺ𝑚 െ |𝜇|ሻ3𝜋𝑘𝑇𝜇ଶඥ𝑚ଶ െ 𝜇ଶ ൅
ଷ

଼
𝑚ସ ∑ ሺെ1ሻ௥ ൈ ൫𝛽̅൯

ଶ௥
𝜁ሺ2𝑟 ൅ 1ሻ൫1 െஶ

௥ୀଵ

𝛿ఎ,ଵ2ଶ௥ାଵ൯𝑏
డ

డ௕
Υ௥ሺ𝑏ሻቃ,  

(38) 

wሺఎሻሺ𝑇, 𝜇ሻ ൌ
஺ೞ
ଷ
ቈ൫8 െ 𝛿ఎ,ଵ൯

గర

ଵହ
ሺ𝑘𝑇ሻସ ൅

൫2 െ 𝛿ఎ,ଵ൯2𝜋ଶ𝜇ଶሺ𝑘𝑇ሻଶ ൅ 𝜂𝜇ସ െ

𝑚ଶ ቆ൫2 െ 𝛿ఎ,ଵ൯
గమ

ଶ
ሺ𝑘𝑇ሻଶ ൅ 𝜂

ଷ

ଶ
𝜇ଶቇ ൅

𝛿ିఎ,ଵ𝜃ሺ𝑚 െ |𝜇|ሻ𝑘𝑇ඥ𝑚ଶ െ 𝜇ଶሺ𝑚ଶ െ

4𝜇ଶሻ ൅ 𝜂
ଷ

଼
𝑚ସ െ

ଷ

଼
𝑚ସ ∑ ሺെ1ሻ௥ஶ

௥ୀଵ ൈ

൫𝜙൯
ଶ௥
𝜁ሺ2𝑟 ൅ 1ሻ൫1 െ

𝛿ఎ,ଵ2ଶ௥ାଵ൯𝑧
డ

డ௭
𝑌௥ሺ𝑧ሻ቉.  

(39) 

Для 𝑌௥ሺ𝑧ሻ получаем оценку  𝑌௥ሺ𝑧ሻ~𝑌௥
௔௦ሺ𝑧ሻ, 

где   

𝑌௥
௔௦ሺ𝑧ሻ ≃  ሼ

ሺଵା௭ሻఱ/మ

ሺ௭௥ሻఱ/మ√గ
  𝑧 ൐ 0,   𝑟 →

∞,
ଶఱ/మ

௥ఱ/మ√గ
       𝑧 ൌ 1,   𝑟 → ∞,

ଵ

ଶ√గ
        𝑧 ൌ 0,

∀𝑟.   

 
 
 
 
(40) 

 
Рис. 1. Скорость сходимости ряда Лейбница (36) для 

бозонного случая при Ξ=1, показанная как десятичный ло-
гарифм относительной ошибки 𝑅௥ሺ1, 𝑧ሻ в зависимости от r 
для различных z. Относительная ошибка определяется как 
 ℛ௥ሺΞ, 𝑧ሻ ൌ  𝐵௥ାଵሺΞ, 𝑧ሻ ሾ∑ 𝐵௞ሺ𝛯, 𝑧ሻ ௥

ଵ ሿିଵ где 𝐵௥ሺ𝛯, 𝑧ሻ ൌ
 ሺെ1ሻ௥ 𝛯ଶ௥  𝜁ሺ2𝑟 ൅  1ሻ𝑌௥ሺ𝑧ሻ, а остаток  𝑅௥  самого ряда (36) 
удовлетворяет условию | 𝑅௥| ൑ |𝐵௥ାଵ|. Скорость сходимо-
сти ряда (36) резко увеличивается при    0<Ξ<1, но замед-
ляется при  Ξ → 1, особенно для малых z. На вставке пока-
зана увеличенная область изменения  значений r ≤ 100 для 
z = 0.01, где еще заметно знакочередование ряда.  
 

Таким образом, для фермионов радиус сходимо-
сти по 𝛯 ൌ 𝜙 ൅ 𝛽 вдвое меньше, чем для бозонов. В 

любом случае остаток ряда Лейбница (36) не пре-
вышает по абсолютной величине (r+1)-го члена. 
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Сходимость же на границе 𝛯 ൌ 1 для 𝑧 ൐ 0, 𝑏 ൐ 0 
обеспечивается поведением (40) ~𝑟ିହ/ଶ при 𝑟 → ∞  
(рис. 1), гарантируя ее также для первых производ-
ных 𝜎ሺఎሻ,𝑄ሺఎሻ,𝑤ሺఎሻ.  Эта сходимость исчезает 

при   𝑧 ൌ 0, когда 𝑚 ൌ 0, где, однако, имеют место 
точные решения (27)–(29) для ультрарелятивист-
ского случая. Таким образом, поведение этой 
суммы вблизи точки 𝑚 ൌ 0 становится нерегуляр-
ным (рис. 2). 

 

Рис. 2. Поверхность функции  ∑ሺ𝛯, 𝑧ሻ ൌ ∑ 𝐵௥ሺ𝛯, 𝑧ሻஶ
௥ୀଵ  

как вклада в интеграл (36) для бозонного случая и ее при-
близительное поведение при замене 𝑌௥ሺ𝑧ሻ → 𝑌௥

௔௦ሺ𝑧ሻ,  со-
гласно (40), в слагаемых  𝐵௥ሺ𝛯, 𝑧ሻ, определенных в под-
писи к рис. 1  

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Выше мы представили новую серию представ-
лений, полученных универсальным методом для 
функций состояния релятивистских идеальных 
квантовых газов частиц и античастиц, подчиняю-
щихся статистикам Ферми и Бозе, находящихся в 
термодинамическом равновесии с излучением или 
друг с другом, и установили тесные взаимосвязи 
между ними. 

Мы обнаружили конечный радиус сходимости 
высокотемпературного разложения (31) по пере-
менной  𝛯 ൌ 𝜙 ൅ 𝛽  ൏ 1 для бозонного случая; для 

случая ферми-статистики этот радиус оказывается 
вдвое меньше.  

Отметим, что частицы обоих знаков заряда — 
как в бозон-антибозонном газе, так и в электрон-по-
зитронном ферми-газе — представляют собой воз-
буждения одних и тех же вторично квантованных 
заряженных скалярных или, соответственно, спи-
норных полей.  

Это означает, что термодинамическое равнове-
сие идеального газа заряженных релятивистских 
частиц предполагает обязательное наличие частиц 
с зарядами обоих знаков — хотя бы  в экспоненци-
ально малых относительных количествах. 

В то же время для этих полей хорошо известно, 
что локальная плотность распределения заряда как 
нулевая компонента соответствующего локально 
сохраняющегося (электрического) тока вместе со 
средней плотностью заряда 𝑄ሺఎሻሺ𝑇, 𝜇ሻ не являются 

положительно определенными величинами.  
Использование главного значения означает для 

интеграла в (7), (11) исключение исчезающе малой 
окрестности точки 𝜖 ൌ 𝜀െ∣ 𝜇 ∣ൌ 0.  В отличие от 
нейтральных нерелятивистских бозонов, здесь 
число антибозонов, «конденсирующихся» таким 
образом, в принципе не фиксировано. Поэтому вме-
сто того, чтобы уходить в конденсат, где они физи-
чески оставались бы как вклад в фиксированное 
полное число нейтральных частиц, здесь они про-
сто аннигилируют с бозонами. Их исчезновение 
приводит к формально отрицательному значению 
соответствующих средних чисел заполнения, де-
монстрируя лишь более узкую область возможной 
одночастичной интерпретации для  заряженных бо-
зонных квантованных полей по сравнению с фер-
мионными полями, для которых средние числа за-
полнения одночастичных состояний одновременно 
имеют смысл вероятности их заполнения и, в отли-
чие от бозонных, должны быть положительными. 
Таким образом, релятивистский заряженный бозе-
газ существенно отличается от нейтрального нере-
лятивистского бозе-газа. 

Используемая здесь процедура главного значе-
ния сама по себе не исключает бозе-конденсацию, 
поскольку для 𝑚 ൐ 0 только одна из заряженных 
компонент в (11) может подвергаться конденсации, 
при которой для последней подразумевается пре-
дел ∣𝜇 ∣ െ𝑚 → െ0, а ее конденсат фактически вво-
дится «вручную» лишь в уравнение (11) как его ре-
интерпретация при η = −1. 
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